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Introduction

L’¢tude des systemes continus nécessitent des opérations
pouvant etre complexes dans le domaine temporel :

@ Résolution des équations différentielles
@ De¢rivation

@ Intégration

@ Produit de convolution; ...

\/

*» En licu de travailler dans le domaine temporel, on va
travailler dans un autre domaine ou ces op€rations

deviennent plus simples.

‘ Transformée de Laplace ,




Transformée de Laplace

I s’agit d’un outil mathématique utilis¢é en

automatique continue pour :

¢ La résolution des équations différentielles
¢ Le calcul de la fonction de transfert d’un systéme
¢ L’analyse de la réponse d’un systéme

¢ L’analyse des performances d’un systeme



@ ldée

f(t) Transforméee de Laplace

F(p){f f(t)-e™ - d(t)

@ F(p) est appelee transformée de Laplace de (1)

F(p)

@ Notations:

f(t)— 5 F(p) F(p) = TL{f(t)}




Transformée de Laplace

Définition
@ Soit f une fonction continue et supposée nulle pourt < 0

@ On appelle Transformée de Laplace de f, la fonction F(p)

definie par:

F(p){f f(t)-e™ - d(t)

ou p est une variable complexe



Exemple 1

@ TL d’un échelon unitaire : f(t) = u(t), t=0

f(t) A
1
>t
o0 ot e‘Pt
TL{f(t)} = (f)lxep dt = -?

o |-



Exemple 2

> TL de la fonction : f(t) = ™
f(t)

>0




Table des TL

@ Pour éviter de faire des calculs
d’intégrales, nous disposons d’une
table contenant les transformées de

Laplace des fonctions usuelles.

@ Nous utilisons un ensemble de
proprié¢tés permettant le calcul des
TL des fonctions plus complexes

(qui n’apparaissent pas dans la

table)

f(t) F(s)
() 1
olr—-7) e
A-T(1) A
5
At A
3'2
L ey (nzo0)
n 5
e 1
s+a
i-e 1
(s+af
e f(t) F(s+a)
sinle - 1) w
st o’
shlmw-t) ®
s —w?
cos(w . f} 5
st st
ch(w-t) 5
st —w®
e .sinlw - 1) @
(s~af o’
e shlw 1) (0]
(s+af -
e -coslw ) s+a
(s+a) +w’
e chlw-t) s+a
(s+a)f -0’
sin(@-f+ @) 5 -sin(Q) + @ - cos(()
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Proprietes

CAdditon>

TL[t(t) + g()] =F(p) + G(p)

@ Exemple: Déterminer la TL de: f(t) = cos t — u(t)

(TL{cost}Z 2p

@ Tabledes TL ) p1+1 mm) TL{f(t)} =
TL{u(t)} =—
p

p
p2+1

1
p
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Proprietes

@néar@

TL[a-f(t) + b-g(t)] =a-F(p)+b-G(p)

@ Exemple: Déterminer la TL de: f(t) = 2sin t — 3cos t

TL{cost}= 2p
p-+1 2 3p
@ Table des TL ) | - TL{f(t)} = ——-—
TL{sin )= — AR A
p +




Proprietes

Coérivation  TLI= Y] =p-F(p)

@ Exemple: Déeterminer la TL de f(t) = (sin t)’

d(sin t
( )}=p-TL{sint} =p- 1
dt p2+1

TL{

« Dériver c¢’est multiplier par p »
Cette propriéte, qui fait la richesse de la TL sera largement utilisée dans les €quations
différentielles
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Proprietes

Formule générale de la Dérivation

df” (t n L N
TL[ n()]=p -F(p)- > p"""-£1(0)
dt i=0
Autrement :
L0 — By - 0™ £(0)) - ™2 - £ (0)-. - (0 - £71(0))

dt"

df % (t)

el p” -F(p) - pf(0) - £(0)

TL|
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Proprietes

@gra@ TL[} f(t)-dt] = %p)
0

@ Exemple: déterminer la TL de f (t) = [ (sint)-dt
TL{sint} 1
p p-(p> +1)

TL{f(Sint )dt} =

Formule générale

TL| []]..fyf(tdt | = F(p

P
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Théoreme du retard (1)

(etard temporeD

TLIF(-%)] =™ -F(p)

@ Exemple: déterminer la TL de f(t) = u(t - 3)

| e'3p
TL{u(t)}=— = TL{u(t-3)} = ~—
p p

16



Théoreme du retard (2)

@tard fréquen@

TLLE (0] =R

@ Exemple: déterminer la TL de f(t) = et (cos t)

-2
TL{cos t}= 2p = TL{e”'cos t}= D 5
p- +1 (p-2)” +1
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Théoremes

Théoreme de la valeur initiale

lim [f(t)]= lim [p-F(p)]

t—0" p—>0

Théoreme de la valeur finale

lim [f(t)]= lim [p-F(p)]

t—>+o0 pP—0

@volutio

TL[f, 1, ] =F (p)-F,(p)

18
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Transformeée inverse

@ L’inverse de la Transformée de Laplace consiste a déterminer

la fonction originale f(t) a partir de sa transformee de Laplace

" ()= TL' {F(p)}

@ Exemples :
F(p)= F} = f(t)=TL' {l}— u(t)
p p

p-2 -1 p—-2 ot
= f = =
F(p) {(p—2)2+1}:> (t)y=TL {(p—2)2+1} e “ cost
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Transformeée inverse

@ Méthode 1:

En principe, la transformeée inverse de Laplace est obtenue en
solutionnant cette intégrale:

f(t)=TL" {F(p)| =2inj (j: F(p)-e”'dp

@ Méthode 2:

Méthode des résidus

@ Méthode 3:

Décomposition en ¢léments simples et utilisation de la table

A
Z1




Méthode des residus

@

Calcul des poles de F(p): les valeurs qui annulent le dénominateur de
F(p). C’est-a-dire: F(p) = N(p)/D(p) on cherche D(p) =0

@

Calcul des résidus

soit « a » un podle de F(p)

> Si a est un pdle simple: r,=lim(p-a)-F(p)-e™
p—a
1 1 dn_1 n pt
» Si a est un pdle d’ordre n: ra—rl)l_rg (n _1)! ' dp”—l {(p ) a) Fp)-e }
Calcul de f(t):
& Pour chaque pole a de F(p), calculer le résidur,

& f(t) = 2 résidus
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Méthode des residus

: \ + 2
Exemple: Déterminer f(t) correspondant a: |F(p)= P

p(p + 1)°
@ Dc¢terminer les pdles de F(p): Pole simple : p=0
| >
D(p)=0 < p-(p+1)*=0 Péle double : p=-1

@ Calcul des résidus:

Pole simple : +
| P > rO—hm( —O)>< p+2 > xePt =2
p—0 p(p+1)

Pdle double : p = -1

2-1
| >r1— lim L d {(p+1)2- p+2 > -ept}:(—Z—t)et

p—>-1(2-1)! dp>”! p(p+1)

@ La fonction f(t): f(t)=r+r,=2+(2-t)-¢"
23



Décomposition en élements simples

@ Le principe de cette méthode consiste a écrire la fonction F(p) sous forme

d’¢léments simples pouvant étre identifieés dans la table donnant les

transformées de Laplace des fonctions usuelles

Exemple: Déterminer f(t) correspondant a :

1

F(p) =

®)= o e 2
1 1

F(p)_p+l+p+2

Table des TL >

F(p)=
p2-|- 3p+2

fity=e" - 2"

24
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Interét de la TL

@ La Transforme¢e de Laplace permet de transformer un
probleme différentiel en un probléme algébrique.

Equations différentielles
nverse de la

Transformation

Equations algébriques

@ La recherche de la solution de 1’équation différentielle se
limite alors, a partir du polyndme, a la recherche dans une
table de la forme type de la solution. 26

Transformation
de Laplace




Equations différentielles

La résolution d’équations différentielles en utilisant transformée de
Laplace consiste en la réalisation des €tapes suivante:

O,

Transformer 1’équation différentielle en équation algébrique par 1’application
de la transformee de Laplace.

@ Résoudre 1’équation pour la variable dépendante dans le domaine de

Laplace

@ Réaliser la transformée inverse

@ Rappelons la proprié¢té de dérivation:

df" (¢)
dt"

TL[

n—1 . .
1=p" -F(p)- > p"'™" £'(0)

1=0
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Equations différentielles

Exemple: dy”(t
P YO 4 9y(t)=1
@ Soit a résoudre 1’¢quation différentielle suivante: dt

CL y(0)=y(0)=0

TL{d}(;;(t) ¥ 9y(t)} = TL{1}

p’y(p) +9y(p) =

1

!

2 [—
(p i 9) y(p) .

y(p) = . (p21+ 9) ‘ y(t)=TL' {Y(p)} )




Equations différentielles

Résolution d’equations différentielles (c.i nulles)

n n-1
Soit: a, dy_(®) +a @y @ +...+a dy_it)+ a,y(t)= f(t) avecc.inulles.

at" ™! nl

Son ¢quation auxiliaire:

a,p"Y(p) +a,;p" Y(p)+..+a, pY(p)+a, Y(p) = F(p)

( agp + alpn_l T..tapgprag )Y(P) = F(p)
?,(p)-Y(p) = F(p)

La solution est :

F(p) -1
Y(p)= —22L e )=TL (Y
(p - ®) et y(t) {Y(p)} }
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